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Capitulo 5

Aplicaciones de la integral.

5.1.

Calculo del area de una figura plana.

En general, para calcular el area de una regién plana:

1.

Silas

La dividimos en franjas, infinitamente estrechas, de manera horizontal
o vertical,

Suponemos que las franjas son rectangulos, con lo cual su area se
obtendra como el producto de la base por la altura (la base serd el
diferencial correspondiente dz o dy), es decir,

da = hdzx, o bien, da = hdy.

Calculamos el drea total como la suma de las areas de los infinitos

rectangulos:
b
A= / da
a

Los limites de integracién se determinan estudiando el recorrido del
diferencial correspondiente.

curvas se cortan dentro del intervalo de integracion, entonces habra que

descomponer la integral en dichos puntos y calcular las areas por separado.

En particular,

Proposicién 5.1 (Area bajo una curva). El drea del trapecio curvilineo
limitado por la curva y = f(x), siendo f(x) > 0, por las rectas verticales
x =ayx =by por el segmento [a,b] del eje Ox viene definido por la
integral,

A:/abf(x)dx
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Proposicién 5.2 (Area entre dos curvas). El drea de la region limitada
por las curvas y = f1(x) ey = fa(x), siendo fi(x) < fo(x), y por las rectas
r=a yx = b viene definida por la integral,

b
/ [falz) — fi(@)] de

Ejemplo 5.1. Hallar el drea de la region comprendida entre la pardbola
r=y>+1 ylarecta v =3

Solucion. En primer lugar localizamos el recinto. Podemos utilizar la funcién
tal como viene definida o bien trasladarla y girarla con objeto de hacer
coincidir la recta x = 3 con uno de los ejes de coordenadas. En este
ejemplo, utilizaremos la funcién tal como viene definida y dividiremos el
recinto en franjas horizontales o verticales.

(a) Franjas horizontales:

%’ Los puntos de corte de ambas curvas son:
-l 1 r=3-3=y*+1—-y=4V2— (3,£V2)
} } X el diferencial de drea viene definido por:
Sy {%\ da = hdy = (3—x)dy = 3—(y*+1))dy = (2—y°)dy
2T Con lo cual el drea total sera:

V2 V2 37V2
A:/ da:2/ (2y2)dy2[2yy—] =9 2\/572 :8_\/5
—V2 0 310 3 3

(b) Franjas verticales:

g’ En este caso los limites de integracion son:
11 m/ r1=1y 20=3
: Y el diferencial de drea viene definido por:
_31 T M&uu\ da = hdzr = (2y)de = 2vx — Ldx = 2(z — 1) ?dx
2T Con lo cual el drea total sera:

AZ/lgdGZQ/f(x—l)”de:? E(m—l)3/2r=2(§2\/5—0) :8_‘?{5

1

Ejemplo 5.2. Calcular el darea de la region comprendida entre las pardbolas
r=y>+1yx=3—1y>
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Solucion. En primer lugar localizamos el recinto. Podemos utilizar las fun-
ciones tal y como vienen definidas o bien intercambiar la z por la y con
objeto de que sean funciones respecto de x. En este ejemplo utilizaremos
las funciones tal y como vienen definidas y dividiremos el recinto en franjas

horizontales.
Los puntos de corte de ambas curvas los obtenemos
por igualacion:

y P +1=3-9y -2 =2—-y=+1

1 4
/é\ X Es decir, P(27 1) Yy Q(27 _1)
@ el diferencial de area viene definido por:
1 4+

da = hdr = (zq—z;)dy = [(3—y*)—(y*+1)]dy =
= (2 - 2y%)dy

Con lo cual el area total sera:

1 1 1 y31 1 8
A:/ da:2/ da:2/(2—2y2)dy=4 y—5| =41 -5)=1
-1 0 0 3 0 3 3

También podemos dividir la region en franjas verticales, pero en este caso
el cédlculo del area resulta un poco mas complicado, ya que tenemos que
descomponer la regién en dos regiones. En efecto,

2 3 2 3
A:/ da1+/ dagz/ 2y1dx+/ 2yodxr =
1 2 1 2
3

[ o [ = [Hn ][220

1 2 3 2

+

L W~

8
3

Q| >~

Ejemplo 5.3. Calcular el drea de la region limitada por las grificas de
y=(x—-2)? e y=3.
Solucion. Para facilitar los calculos podemos desplazar el recinto 2 unidades

a la izquierda, con objeto de centrarlo en el eje de ordenadas, con lo cual la
regién estara limitada por las gréficas de las funciones y = 22, e y = 3.

y 2 y 2
y=(z—-2) Y=
4 A 4 +
T VAT
2+ = I3
1__ -+
1 1 |X 1 1 1 |X
1 2 3 4 —-2—1 1 2
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Dividiendo el recinto en franjas verticales, tenemos:
da = hdx = (3 —y)dr = (3 — 2%)dx
y los limites de integracién:
=3 - z=+V3

de donde,

V3 V3 37V3
A:/ da=2/ (3—$2)d$=2[3$—x—] o (3333 _us
V3 0 3 ]y 3

También podemos dividir el recinto en franjas horizontales, y tenemos:

da = hdy = (2z)dy = (2/y) dy = 2y"/?dy

de donde,

3
3 3 3/2
A:/da:Q/ yl/zdy:2[2y3 ] =43
0 0

0

5.2. Calculo del volumen de un cuerpo

5.2.1. Volumen de un cuerpo cualquiera: Método de sec-
ciones

En general, para calcular el volumen de un cuerpo:

1. Lo dividimos en secciones, rebanadas o lonchas, infinitamente estre-
chas, mediante cortes con planos perpendiculares a una direccion de-
terminada (normalmente uno de los ejes de coordenadas o una recta
paralela a uno de ellos),

2. Suponemos que las secciones son cilindricas, con lo cual su volumen se
obtendra como el producto del area de la base por la altura (la altura
serd el diferencial correspondiente dz o dy), es decir, dv = S(x)dz, o
bien dv = S(y) dy.

3. Calculamos el volumen total como la suma de los volimenes de las

infinitas secciones: ,
V= / dv
a

Los limites de integracién se determinan estudiando el recorrido del
diferencial correspondiente.

En particular,
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Proposicién 5.3 (Método de las secciones). Si el drea de la seccion de
un cuerpo por un plano perpendicular al eje Ox puede expresarse en funcion
de x, es decir, S = S(x), siendo a < x < b, entonces el volumen de la parte
del cuerpo comprendida entre los planos x = a y x = b, perpendiculares al
eje Ox, viene definido por la formula:

V:/abS(x)dx

5.2.2. Volumen de un sélido de revolucién: Método de discos

Al cortar un sélido mediante planos perpendiculares al eje de giro las sec-
ciones que se obtienen son discos, con lo cual su volumen viene determinado
por dv = wr?dx, o bien, dv = 7r?dy, si el eje de giro es frontera a la regién
que gira; y por dv = 7(r3 — r?)dz, o bien, dv = 7(r? — r?)dy, si el eje de
giro es exterior a la region que gira.

En consecuencia,

Proposicién 5.4 (Giro de trapecio curvilineo). Si un trapecio curvili-
neo limitado por la curva y = f(x), el eje Ox y las verticales por los puntos
xr=ayx=0> gira alrededor del eje Oz, entonces el volumen del cuerpo de
revolucion que se engendra viene definido por la formula:

b
V:TF/ yidx

Proposicién 5.5 (Giro de regién entre dos curvas). Si la region limi-
tada por las curvas y = fi1(x), e y = fa(x), siendo 0 < fi(z) < fa(z), y las
verticales por los puntos © = a y x = b gira alrededor del eje Ox, entonces
el volumen del cuerpo de revolucion que se engendra viene definido por la
formula:

b
V=7r/ (v5 — vi) da

5.2.3. Volumen de un sdélido de revolucién: Método de los
cilindros

Si dividimos un sélido de revoluciéon mediante cilindros concéntricos con
el eje de giro, cada cilindro con un espesor infinitesimal. El volumen de
cada uno de estos cilindros vendréd determinado por: dv = 2nrhdx, o bien
dv = 2nrh dy.

La region generatriz deberd estar a un solo lado del eje de giro, en ca-
so contrario habra que descomponer la integral y hacer los volimenes por
separado. También habra que descomponer la integral si la regiéon viene de-
terminada por dos curvas que se cortan dentro del intervalo de integracién.
Este método también se llama de «capas».
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Ejemplo 5.4. Hallar por el método de discos y por el de capas el volumen del
sélido generado al girar la region comprendida entre la pardbola x = y* + 1
y la recta © = 3 alrededor de la recta x = 3.

Solucion. En primer lugar localizamos el recinto.
y e . .
2 4+ Podemos utilizar la region tal como viene dada o
~  bien trasladarla y girarla con objeto de que el giro
/ de la regién de haga sobre uno de los ejes de co-
, } ordenadas. Asi, pueden utilizarse, por ejemplo, las
-1 1& funciones y = —2% + 2, o bien, y = 2% — 2, y girar-
. las sobre el eje Ox. En este ejemplo utilizaremos la
-2 + funcién tal como viene definida.

Figura 5.1: Método de discos

Hallamos el volumen de un disco elemental dV,
dV = nridy = (3 — z)%dy = 7(3 — y* — 1)%dy = n(2 — y*)%dy
Hallamos los limites de integracién para la variable y:
r=3 — 3=3y’4+41 — yz:l:\/i
con lo cual, el volumen total, al ser simétrico, sera:
V2 V2 V2 )
V:/ dV:2/ dV:27r/ (2—y*) dy =
-2 0 0

3 5] V2

V2 4
:277/ (4—4y2+y4)dy:27r[4y—i+y—
0 3 5],

=on (4\f_ 8v2 ﬂ) _ QWGOW— 40v2 4+ 12v2 _ 647m/2

3+5 15 15
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y % y %
2 + 2 +

1 4@ mm 14 (@) ﬁ\
- = : :
! WMM o 1\§§/"’

Figura 5.2: Método de capas

X

2. Método de las capas.
Hallamos el volumen de un cilindro elemental dV,

dV =2nrhdz = 27(3 — x)(2y)dx = 47(3 — x)Vax — L dx

con lo cual el volumen total seré.
3 3
V:/ dV:47T/ B—z)Vzr—1ldr =
1 1

r—1=t>sx=t>+1—dx=2tdt V2 9

V2 V2 2t3 t5 V2
= 87r/ (2 — t2)t2dt = 87r/ 22 —thdt =8n|=— - —| =
0 0 3 5],
(2\/2_3 \/2_5> (4\/5 4\/§> 20V2 —12v2  64my/2
=87 —— | =87 =87 =

3 5 3 5 15 15

Ejemplo 5.5. Calcular el volumen generado al girar la region comprendida
entre las pardbolas © = y?>+1 y x = 3—y?, alrededor del eje OY, aplicando
el método de discos y el de capas.

Solucion. En primer lugar localizamos el recinto.

Podemos utilizar la region tal como viene dada o

y bien intercambiar la x por la y con objeto de que
2T sean funciones respecto de z. En este ejemplo uti-
1+ lizaremos la funcién tal como viene definida.

. A X Los puntos de corte de ambas curvas los obtenemos

_'1 W’ por igualacion:
14

YP+1=3-y" - 2 =2 — y==£1

Es decir, P(2,1) y Q(2,-1)
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) )
y y

] e ) /él%
1%3 — = 1 1 2 3
-1 4 \S\C T+ D/

Figura 5.3: Método de discos

1. Método de discos:
Hallamos el volumen de un disco elemental dV/,

dV = wridy — mridy = m(2] — 27)dy = 7 [(3 — y*)* — (¥* + 1)*]dy = (8 — 8y*)dy

Los limites de integraciéon para la variable y son y = +1. Con lo cual, el
volumen, al ser simétrico, serd:

1 1 1
V:/ dV:2/ dV:27r/(8—8y2)dy:
—1 0 0

1
2
= o [Sy—gyi‘”] 227T(8—§)=3T7T
0

2. Método de las capas (cilindros).

TR
S 2 Ll 2 A

—1 +

Figura 5.4: Método de cilindros

Hallamos el volumen de un cilindro elemental dV,
dV =2nrhdzr = 2nx(2y)dr = drry do

Ahora bien, el valor de y cambia a partir de x = 2, por tanto tendremos
que descomponer la integral en este punto. Los limites de integracién para
la variable  son zg = 1, 1 = 2 y 92 = 3. Con lo cual el volumen total sera:

2 3 2 3
V:/ dV1+/ dV2:47r/ x\/x—ldx+47r/ V3 —xdr
1 2 1 2
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Ambas integrales se resuelven por cambio de variable,

2 9 1
Il—/lx\/x 1dx_{x:t2+1—>dx:2tdt}_/o(t +1)t2tdt =
1 5 371
2t 2t 2 2 16
= 2wt L2t = |-+ | =242 ==
/0( +26) [5+3]0 573715

3 42 o 42 0
12:/ x\/3—xdx:[z r=1 =3 t}z/ (3 —t3)t(—2t)dt =
2 1

r = —2tdt
0 3 510
—6t3 2t —6 2 2 8
= [ (-6 +2Ndt = |— + | =—(—+)=2-2=2
/1( 2 [3+5L (5 +3) 55

Con lo cual, el volumen es,

16 8 40 160r 327
45y oy 100m

Vi=dn(li+ D) =dn(fz+ 5 15 3

Ejemplo 5.6. Dada la region limitada por las grdficas de y = Jx, y=0y
x = 4, obtener, aplicando el método de discos y el de capas, el volumen del
solido formado haciendo girar dicha region en torno al eje OX y al eje OY .

Solucion. 1. Giro en torno al eje OX
(a) Método de los discos:

y
214+ (z,y)

Figura 5.5: Método de discos y cilindros

Por el método de discos, el diferencial de volumen es:
dV = nride = my’de = mx dx

de donde, el volumen total sera:

4 4 x24
V:/dV:/mcdx:ﬂ[—] = &7
0 0 2 ]y

(b) Método de cilindros. El diferencial de volumen es,

dV = 2nrhdy = 2ry(4 — x) dy = 2my(4 — y*) dy = 2n(dy — y>) dy
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de donde, el volumen total es,

2 2 472
V:/ dV:/ 27r(4y—y3)dx:27r[2y2—y—} = 27(8 — 4) = 8
0 0

2. Giro en torno al eje OY.

) )
y y
2 T(x,y) 2T
1 = G
X X

|

—_

—

— 4
o 4+
w—.—
W~
|

—_
1
1

Figura 5.6: Método de discos y cilindros

(a) Método de discos. El diferencial de volumen es,
dV =m(rs —r})dy = 7(16 — 2%) dy = (16 — y*) dy
de donde, el volumen total es:

32, 1287

2 2 y5 2
V:/ dV:/ 7T(16—y4)dy:77[16y——] =32 - —) =
o o 5, 5 5

(b) Método de los cilindros. El diferencial de volumen es,
dV = 2rrhdr = 2rey de = 2nxy/cdx = o’ 2 dx

de donde, el volumen total es

4

0 0 5, 5 5

Ejemplo 5.7. Obtener el volumen del solido formado al girar la region
limitada por las grdficas de y = (v —2)% ey =3, en torno a la recta y = 3,
aplicando el método de discos y el de capas.

Solucion. Para facilitar los cdlculos podemos desplazar el recinto 2 unidades
a la izquierda, con objeto de centrarlo en el eje de ordenadas. Con lo cual
el volumen se generara al girar la regién limitada por las graficas de y = 22
e y = 3, en torno a la recta y = 3. También se podria voltear la regiéon con
objeto de hacerla girar en torno al eje Ox, sin embargo, la integral resultante
en esta caso es un poco més dificil.
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= (r — 2)2 — 22
y y=( ) yy=2
3 = ~J v— N
1 = 4
2 (xwy) . (xday)
T X T i I x
1 2 3 —2-1 1 2

Figura 5.7: Método de discos y cilindros

1. Método de discos. Hallamos el volumen de un disco elemental dV:
AV = nr?de = n(3 —y)? de = (3 — 2%)* de = 7(9 — 62% + 2%) du

Los limites de integracién para la variable z son ++/3, y al ser la regién
simétrica resulta:

V3 V3 V3
V:/ dV:2/ dV:27r/ (9 — 62% + 2)dr =
0 0

V3
51V3 9v/3
=2ﬂ{9x—2x3+%} :2w<9\/§—2-3\/§+7\/_>:
0
) 45v/3 —30vV/3 +9v3  487V/3
= 4T =
5 5

2. Método de los cilindros. Hallamos el volumen de un disco elemental dV:

dV = 2nrhdy = 27(3 — y)2/y dy = 4m(3 — y)\/y dy

Los limites de integracién de la variable y son 0 y 3, con lo cual el volumen
total sera:

3 3 3
V:/ dV:47T/ (3—y)\/§dy:47r/ (3y1/2—y3/2) dy =
0 0 0

3
5/2
— 4rr [2y3/2 ~ 2yT] — 4nr [2-3\/——

0

2.9/3 30 — 18 487/3
5\[]:“ 5 V3= 7;[

5.3. Limite de sumas

Los siguientes limites pueden calcularse mediante integrales:

Proposicion 5.6.

R R N o
nlﬂﬂog;f(g)—/o f(w) de
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/4 T4+ .-+ /%
Ejemplo 5.8. Calcular el siguiente limite, lim ntlt 3/2+ nt iy
n—00 n

Solucion. Este limite lo podemos resolver mediante integrales, en efecto:

n+14+---++v4dn+n lm vin+14---++V4dn+n
g 11m g

n—00 n3/2 n—00 n - n1/2

VAn +1i o1 7
JLngan - 2> VAT
1=

1
2(4 +3x)3/2 B 2(5\/3 .

:/0 \/4-I——xdx:/0 (4+a)Y/? =
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