Capitulo 4

Integral definida y
Calculo de primitivas

Problemas resueltos
Salvador Vera Ballesteros
www.satd.uma.es/matap /svera

4.1 Integracion inmediata.
Definicién 4.1 (Primitiva) Una funcion F(zx) se llama primitiva de otra funcion f(x)
si F'(z) = f(x).

Proposicion 4.1 Si una funcion tiene una primitiva, entonces tiene infinitas, que se
diferencian entre si en una constante.

Definicién 4.2 (Integral indefinida) Se llama integral indefinida de una funcion f(x)
al conjunto formado por todas sus primitivas, y se denota por:

/f(x) dr = F(z)+ C

4.1.1 Propiedades de la integral indefinida

L d(f f(z)dr) = f(z)dx
2. ([ f(=) dx)/: f(x)
3. [df(x) = () + C

4 [[f(@) £ g(@)do = [ f(x)dv + [ g(x)dz

f r f(x) de =r f f(a:) dx Un factor constante puede sacarse fuera del signo de integracion.

o
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4.1.2 Tabla de integrales inmediatas

[dz=z+C [ senzdr = —cosx +C
n+1

[ n"dr = L +C [ coswdr = senz +C

f—len]x\—i—C [ sec? xdx = tanz + C

] .

[e'dr =e* + C [ esc?xdr = —cotz+ C

fa‘”dlea +C [ senhzdx =coshz + C
na

[ dx = arctanz + C [ coshz dx =senhz + C

14 a2 :

dx 1 T . dx
fm:garctanquC jm:tanh$+0
f\/ld—fixzzarcsenx—i—C’ fser(lil?x = —cotha +C

dx
f —— arcseng—i-C'

1\ 2
Ejemplo 4.1 Hallar la integral / (ﬁ—i— —> dx
, x

VT

Solucion: Realizando el cuadrado tenemos:

1\? 1 2
/<\/E+ﬁ> dx:/ <x+2+;> dxz%—i—Z:c—l—ln]:c\—i—C

(v +1)2

d
3+ v

Ejemplo 4.2 Hallar la integral /

Solucion: Operando tenemos:
1)2 242 1 241 2 1 2
/<x+ >d,ﬂ:/wd£:/mdw:/ 1 dp =
J B+ J  x(x2+1) J  x(xz41) J \z 1+ a2

= In|z| +2arctanz + C

Ejemplo 4.3 Hallar la integral / (tanaf + cot x)2dx

Solucion: Operando tenemos:

/(tanx+cotx)2dx:/(tan2x+2tanx-cotx +cot2x)dx:
:/(tan2x+2+cot2x)dx: /(tan2$+1+1+cot2x)d$:

:/(tanQZL’—f-l)dx—f—/(1+C0t2l’)dl’:/SGCQZEdZE+/CSC2IdI:tanI—COt[E—f-C
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4.2 Integracion mediante cambio de variable

El cambio de variable en una integral indefinida se puede efectuar de dos formas:

1. Cambiando la variable z por una funcién = = g¢(t), donde g(f) es una funcién
mondtona continuamente derivable de una nueva variable ¢.

frerse= | =i | = [ s

2. Cambiando parte del integrando por una nueva variable g(z) = t:

[roenderm=| oy | = from

En la préactica se combinan ambos métodos, ya que x = g(t) < t = g~'(x). La funcién
que se utilice tendra que tener derivada continua para que se pueda realizar la nueva
integral, e inversa para poder deshacer el cambio.

€% dx
efr 41

Ejemplo 4.4 Hallar la integral /

Solucion: Teniendo en cuenta que el numerador es la derivada del denominador, salvo un
factor constante, hacemos el cambio de variable buscando la derivada del In:

ey 541 =t dt lnt Ine® + 1
= - —=—+C=—+4+C
efr +1 6e5%dx = dt 6 t 6 6
3z
Ejemplo 4.5 Hallar la integral / Z ‘
e 4+ 1

Solucion: En este caso hacemos el cambio de variable buscando la derivada del arctan:

/ e dx e =1t 1/ dt Lo etant 4 € — L arctan e 4 ¢
= = — = —arcta = —arcta
J o117 | 3eMde=dt |~ 3) 2+1 30 g arerane

sen \/_
NG

Ejemplo 4.6 Hallar la integral

Solucion: En este caso hacemos el cambio de variable buscando dejar el seno exclusiva-
mente en funcion de la variable de integracion:

_ Vo=t
/Sen\/xdx: { 1 -‘ :2/sentdt:—2008t+cz—QCOS\/E""C

NG {mdx:dtJ
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dx
r+2)Vr+1

Ejemplo 4.7 Hallar la integral / (

Solucion: En este caso hacemos el cambio de variable buscando eliminar la raiz cuadra-
da, para lo cual hacemos vz + 1 = t, sin embargo, en vez de derivar esta expresion

directamente, la elevamos al cuadrado previamente:
/‘ dx B B / 2tdt
(x+2)yr+1 (t2+1)t

\/x+1:t—>x+1:t2—>x:t2—1
2 dt
= = 2arctant+ C =2arctan vV + 1+ C

dr = 2tdt
(24 1)

Ejemplo 4.8 Hallar la integral /:z;2\/ 3+ 1dz

Solucion: En este caso podemos elegir entre dos opciones; hacemos el cambio de variable
buscando eliminar la raiz cuadrada, o bien, tenemos encuenta que lo expresion que hay
fuera de la raiz es la derivada del radicando.

En el primer caso,

3x2dr = 2tdt - 3

/xQ\/x?’Jr ldx =

Vs +1=t 34 1=+¢2 2 2 [
v e ] /t-tdt:§/t2dt:

t3 2 3 2
+C =5 (VP F1) + =S+ DVaP 1 +C

y en el segundo,

WHl1=t

oV 1 Lda =
/x o . 3x2dr = dt

1/ 1/ 13/2
= tdt == [ t'Pdt=-———+C =
3/\/ 3/ 3372 "

2 3 2
:5( ;;;3+1> +C=§(m3—|—1)\/m3+1—|—0

4.3 Integracion por partes.

Integrando la diferencial del producto de dos funciones d(uv) = vdu+ udv resulta,
Jd(uv) = [vdu+ [udv, de donde, uv = [vdu+ [udv . Esto nos permite expresar
una de las dos integrales en funcién de la otra:

/udv:uv—/vdu

La constante de integracion sélo se anade al final del proceso.
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Ejemplo 4.9 Hallar la integral /xsenxdx

Solucion:

U =2 du = dx
/xsenxdmz = —xcosx—i—/cosxdx:
) dv =senxzdx V= —COST

= —zgcosx+senx +C

Ejemplo 4.10 Hallar la integral /m?’\/l + 22 dw

Solucion: En este ejemplo la elecciéon de u y dv no resultan evidentes. Forzamos la
situacion para que el dv elegido sea facil de integrar.

w2 du =2z dx
N / 2 2\3/2
dv = 21+ 22dz } v :fm\/1+x2dm:/ 1+:E2 2z du = (1;§/)2 :%(1 + x2)¥?
de donde,
2 2\3/2 2 2\3/2 215/2
3 5, o (1+a7) 1/ 2\3/2 _ (147 L(1+a7)7
Al dr =————"——- [ (1 2xdr = - = =
/I M 3 3‘(—|—x) e 3 3  5/2
= lgz,=2(1 + %)% 3(1 + 2?4 o
3 15
Ejemplo 4.11 Hallar la integral /lnxdaz
Solucion: Elegimos v = Inx y como dv el propio dx.
uw=Inx du:ldx
/lnxdx: T :xlnx—/dx:xlnm—x—l—C
dv = dx S

Ejemplo 4.12 Hallar la integral /arctanxda:

Solucion: Elegimos u = arctan x y como dv el propio dzx.

{ u = arctanx du = dx -‘ T
/arctanxdx: 1422 | =2 arctanx—/ dx =
. L dv = dx V= J 1+ a2

1 2 1
=z arctanx—§/1+xx2dx:x arctanx—iln(l—i—ﬁ)—l—c
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Ejemplo 4.13 Hallar la integral /IQQI dx

Solucién: Elegimos u = 2% y dv = ¢*dx.

=z du = 2xd
/l‘Qemdl‘: e=a “ v :x26$—/2xewd$:xzem—ll
dv=-¢edr | v=e¢€"

Aparece una nueva integral I; que tambien calculamos por partes.

' u=2x du = 2dx '
I = / 2ue” dr = = 2xe” —/ 2e¢" dr = 2xe” — 2e”

dv = e®dx v ="

de donde resulta,

/JJQGI dr = 2°e" — (2ze” — 2¢%) 4+ C = 22" — 2we” + 2"+ C = (2* — 20+ 2)e" + C

Ejemplo 4.14 Hallar la integral /ew senx dx

Solucion: Elegimos u = e* y dv = senzdzx.

X xT

u=e du = e*dx

/e‘rsenxdx = = —ef’“’cosx—i—/el’cosxdx = —e®cosx + I;
dv = senxdx V= —COSZ

Aparece una nueva integral I; que tambien calculamos por partes.

I X _ X
B - | u=e du = e*dx . -
1= [ e*cosxdx = J d =e’senz — [ e'senxdx
v = cos xdx v =senx

Apareciendo, nuevamente, la integral que, en un principio, tratabamos da calcular. Susti-
tuimos y operamos como si se tratara de una ecuacion, agrupando las dos integrales,

/e‘r senxdr = —e® cosx +e“senx — /ex sen x dx
de donde resulta,
2/ e“senx dr = —e” cosx + esenx

y despejando la integral y anadiando la constante, resulta

—e*cosz + e*senx
/exsenxdx: 5 +C
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Ejemplo 4.15 Hallar la integral / Va2 — x2dx

Solucion: Elegimos u = va? — 22y dv = dx.

2

/mdx—[ ¢

— 2 du:ﬂ 22 dx
d d a2_x2 :Jf\/a2—x2+
v =dx

Vs a——)
v=1 a~—x

Aparece una nueva integral I; que calculamos sumando y restando a? en el numerador.

22 dx "a® — (a® — 2? ' a2—x2

) Ve—e m /¢mdl’ Va2

La primera integral es inmediata. Para calcular la segunda integral racionalizamos la
expresion con lo cual resulta,

1

x
I :a2arcsen——/\/a2—x2dx
a

Apareciendo, nuevamente, la integral que, en un principio, tratabamos da calcular. Susti-
tuimos y operamos como si se tratara de una ecuacion, agrupando las dos integrales,

/ Va2 — 22dr = 2va? — 22 + a? a‘rcsen£ — / Va2 — z2dx
a
de donde resulta,

x
2/\/@2 — 22dx = 2va? — 22 + a® arcsen —

a

y despejando la integral y anadiando la constante, resulta

1 2
/\/a2 —22dr = §x\/a2 —$2+%arcsen£+ C
a

4.4 Integracion de funciones racionales

Se llaman funciones racionales a las que vienen definidas por el cociente de dos polinomios.

[




8 CAPITULO 4. INTEGRAL DEFINIDA Y CALCULO DE PRIMITIVAS

4.4.1 Integracion de fracciones elementales

Se denominan fracciones simples (o elementales) a las fracciones racionales de los cuatro
tipos siguientes:

1 ot o B Az + B

L. .
T —a (x —a)n 224+ pr +q (22 + px + q)"

siendo 2 + px + ¢ irreducible.
Las siguientes integrales racionales son inmediatas:

/Iiadx:lnbc—a\—i-C /%daczlnvm)]—i—C

;ZE — r — a) dr = (x_CL)_n—H _ -1
/(x—a)"d /( )7d —n+1 +C (n—l)(x—a)”—1+0

/ 1 dr = arctanz + C

1+ 22
1 Ax+ B
2 dx 2
T4 +pr+q J x*+pr+gq
En el trinomio cuadrado del denominador se separa el cuadrado perfecto del binomio.

Integrales del tipo: / dx siendo x® + px + q # 0

1

Ej lo 4.16 Hallar la int l —_—d
jemplo allar la integra / 21 s 13 x

Solucion: Expresamos el denominador como el cuadrado de un binomio,

P4+ 183 =(r+2)?—4+13=(z+2)*+9
de donde,

/ dx _/ dx _l/ dx _§/ 1/3dx B
244 +13 ) (@ +2)24+9 9 <x+2>2 9 <x+2>2 B
+1 +1

3 3
1 2
:—arctanx+ +C
3
Ej lo 4.17 Hallar la int [ / ! d
emplo . actar ta Mmitegra S EEEE—— Y
Jetp a9 Zar 110

Solucion: Expresamos el denominador como el cuadrado de un binomio, sacando previa-
mente 2 factor comun,

207 —4r+10 = 2[z* — 22 + 5] =2[(x — 1)* = 1 + 5] = 2[(z — 1)* + 4]
de donde,

/ dx _l/ dx _l/ dx _2/ 1/2dx B
J 22 —4x+10 2) (x—-1)2+4 8 r—1\2 8 r—1\%
+1 +1

2 2

+C

T
arctan

1
4
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3z + 2
Ej lo 4.18 Hallar la int [ —d
jemplo allar la integra /332—4x+8 T

Solucion: Esta integral es del tipo In+ arctan. Para ello buscamos en el numerador la
derivada del denominador 2z — 4 y luego separamos en dos integrales; la primera es un In
y en la segunda buscamos el arctan, expresando el denominador como el cuadrado de un
binomio,

/ (3z +2)dx _3/(:)3+2/3)dx_§/ 2r +4/3 3/2x—4+4+4/3d

— — dr = —
22— 41 + 8 2 —dz+8 2) 22—42+8"" " 2] 22 4r+s

3 2 —4 3 16/3 dx 3 9 / 1/2dx
2/x2—4x+8d$+2/(:c—2)2+4 o Inle” — 4w+ 8]+ <x_2>2
2 +1

In(z? — 4z + 8) + 4 arctan :

DO | o

+C

4.4.2 Integracion de fracciones racionales con ayuda del desa-
rrollo en fracciones simples.

Al integrar una funcién racional se deben seguir los siguientes pasos:

1. Division de los polinomios.- Si el grado del numerador es mayor o igual que el del
denominador, la primera operacion es efectuar la division.

P(x) | Qx)
R(x) C(x)
De donde, aplicando la prueba de la division, resulta:
P(x) = Q(z)- C(x) + R(x) ggg — o)+ gg;

Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales; la primera es inmediata por
ser la integral de un polinomio, y la segunda es més facil que la inicial ya que el
grado de R(x) es inferior que el de Q(x).

/223 dx:/C(m)dx+/‘%dm

2. Factorizacion del denominador. Pueden darse los siguientes casos:

(a) El denominador tiene sélo raices reales simples.

(b) El denominador tiene sélo raices reales, aunque alguna de ellas es miiltiple.
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(c) Entre las raices del denominador las hay complejas simples, alguno de los
factores es un polinomio de segundo grado irreducible.

(d) Entre las raices del denominador las hay complejas miltiple, alguno de los
factores es un polinomio de segundo grado irreducible que se repite.

3. Descomponer la fraccién en fracciones simples.

La determinacion de los coeficientes se puede hacer por dos métodos:

1. Identificando los coeficientes de los términos del mismo grado de x.

2. Dando valores arbitrarios a .

nota: En todo momento debemos comprobar si la fraccion que vamos a integrar es o no
una fraccion elemental, o la derivada de un In.

" 22% + 32? — 6z — 12
Ejemplo 4.19 Hallar la integral / T x2 4x dx
m —_—

Solucion: Efectuamos la divisién de los polinomios,

223 + 322 — 62 — 12 x2—4

9.3
2 5 +8z 2z+3 223 + 322 — 6 — 12 3z
3x° + 2x — 12 — 5 =2x+3+ 5
322 412 v =4 v =4
2x

Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, que en este caso ambas resul-
tan inmediatas; la primera por ser polindmica, y la segunda por ser la derivada de un

logaritmo.
3 2 o
2o se 0 212 g [ i 3)det [ =2 de— 2?4 30 +Inje? — 4]+ C
r2—4 J x2—4
203 — 522 — 42 413
Ejemplo 4.20 Hallar la integral / * a T dx
22 —4x+ 4

Solucion: Efectuamos la divisién de los polinomios,

223 — hr? — 4x + 13 22 —dx+ 4

—223 + 812 — 8« 20 + 3
3x2 — 12x + 13
—3x% 4+ 122 — 12

1
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Por consiguiente, aplicando la prueba de la division, resulta:

223 — ba? — 4x + 13 % 43+
=2 _
2 —4xr+4 2 —4r +4

Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, que en este caso ambas resultan
inmediatas; la primera por ser polindmica, y la segunda por ser elemental.

223 — br?2 — 4z + 13 1 1
do= [Que+3)dr+ | ———dv=2?+30+ | —— do =
/ x2 —dx 4+ 4 v /< T+3) x+./x2—4x+4 =t w+/(x—2)2 v

= 2”43z — +C

xr —

(a) El denominador tiene sélo raices reales simples.

p(x) p(x) __A B, N
q(x) (m—xl)(x—xg)---(x—xn)_x—$1+x—x2+ +x—xn

"a?+4 31— 4
Ejemplo 4.21 Hallar la integral / H—$d1’
22 —2r—38

Solucion: Efectuamos la divisién de los polinomios,

2 2 _ 9. _
Pdr—d4 |22 -8 2?2+ 3z —4 S5z + 4

2
—x°4+2x+ 8 1 — 2—:1+2—
o x4 — 2 — 8 e —2x — 8

Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, la primera es inmediata, por ser
polinémica, pero la segunda no.

—4 4
/x2+31: d:z:—/ld:z / 5x+ da:—ac+]1
r2—2xr—38

Para calcular la segunda integral factorizamos el denominador y descomponemos la frac-
cién en fracciones simples.

222 —8=0— 1=

24+/4+32 246 [ 4
2 I

de donde resulta,

Sr+4 St +4 A B A(x+2)+B(x—4)

x2—2x—8_(1:—4)(1:+2)_x—4+x+2_ (x —4)(z +2)

Los coeficientes los calculamos dando valores a x,

r=4 — 24=6A — A=4
r=-2——6=-68B—-DB=1
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Con lo cual resulta,

Sr +4 4 1
]1—/mdx—/x_4d:£+/x+2d:ﬁ—41n|x—4|+ln|x+2|

de donde,

2 4 37— 4
/H—$dex+4ln|x—4|+ln|x+2|+0
J 22—2x -8

(b) El denominador tiene sélo raices reales, aunque alguna de ellas es multiple.

p(z) _ p(z) A B C D
q() a (. —a)(z — 29)3 N T—aI - 1’—$2+ (7 — 29)? " (. —x5)3

-t —ax—1

Ejemplo 4.22 Hallar la integral / 3 3 dx
, -

Solucion: Efectuamos la divisién de los polinomios,

3 2
x—x—l T’ —x
-t —r—1 —x—1
—_— o —x
—x—1

Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, la primera inmediata, por ser
polinémica, y la segunda no.

Para calcular la segunda integral factorizamos el denominador y descomponemos la frac-
cién en fracciones simples.

A (A

de donde resulta,

—r—1 —r—1 A B C Az(z —1) + B(z — 1) + C2?
—+ 5+ =

-2 22x-1) z 22 x-1 z?(z—1)
Los coeficientes los calculamos dando valores a x,

r=0—-—-1=-B—-B=1
r=1—--2=C —(C=-2
r=2—-3=2A4+B+4C - —-3=2A+1-8—2A=4—->A=2

Con lo cual resulta,

—1 2 1 -2
L = / 31: dm—/—dx+/—2dx+/
3 — 22 T z T —

1
dr=2In|z| ———=2In|x — 1|
1 x
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de donde,

4_ 3 _ 4 2 1
S dx:x—+21n]x|———21n]x—1]—|—6’
. x3 — a2 2 x

(c) Entre las raices del denominador las hay complejas simples, alguno de los factores es
un polinomio de segundo grado irreducible.

p(r) p(z) A N B N C Mz + N
qx)  (z—m)(z —22)2(a® +br+c) v—31 T—12 (r—22)% ax?+bxrtec

2
Ejemplo 4.23 Hallar la integral / = 8_373;2 ?;6_ 3 dx

Solucion: Factorizamos el denominador y descomponemos la fraccién en fracciones sim-
ples.

1 -3 7 -5 23— 32>+ T7r—5= (x—1)(2* — 22+ 5)

1 1 -2 5 24+V/4-20 24V-16
|1 2 5 0 22 —204+5=0—2= 5 = \2/

Sin solucién.

De donde resulta,

82+ 62+ 6 8x2+ 6z +6 A Mz + N

:1:3—3$2+733—5:(a:—l)(ac2—2:):+5) 33—1+332—2:):+5:

A(x? =22 +5) + (Mz + N)(x — 1)
(x — 1)(2%2 — 22+ 5)

Los coeficientes los calculamos dando valores a x,

r=1—-20=4A — A=5
r=0—-6=5A—-N — N=5A-6=2-6=19
r=2—50=0A4+2M+ N —-50=25+2M +19 — 2M =50—-25—-19=6 — M =3

Con lo cual resulta,

812+ 61+ 6 5 3z + 19
_ O = slnle — 1 41
/3:3—3:c2+7x—5dx /x—1d$+/a;2—2x+5dx dlnfz =1+ 4

Para calcular la integral [; siempre seguimos el siguiente procedimiento: En primer lugar
expresamos la parte literal del denominador como el cuadrado de un binomio y al binomio
le llamamos ¢,

2 —2r+5=(@x—-12-1+5=(x—-1)*+4
Con lo cual resulta la siguiente integral,
3t + 22
/ 244

[_/ 3r + 19 da:—/ 3rx+19 dp — r—1=t
YU a2 —2e45 7 ) (w—1244 | de=dt
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Para resolver esta integral separamos la parte literal de la parte numérica; con la parte
literal buscamos un In y con la numérica un arctan

e [ 2wt B
S e+a T ) e2ea T 2) 1244 4 ) 2441

3 22 1/2 3 /
= | +4|+=> .2 | —L——dt=—In|t* + 4| + 11 arctan = =
21r1| + |—|—4 /(t/2)2+1 2n| + 4| + arctan

rz—1

DO | o

In|2* — 22 + 5| + 11 arctan

con lo cual, resulta

/ 822 + 6z + 6

3 2 r—1
$3_3$2+7x_5dx:5ln|$_1|+§1ﬂ|$ —2$+5|+11arctanT+C

(d) Entre las raices del denominador las hay complejas multiple, alguno de los factores es
un polinomio de segundo grado irreducible que se repite.

Estas integrales se resuelven buscado una férmula recurrente, o mediante el método de
Hermite, pero quedan fuera del alcance de este curso.

4.5 Integracion de expresiones trigonomeétricas

4.5.1 Integracion de potencias de funciones trigonométricas

Consideremos integrales del tipo:

/ sen” xcos" x dx

existen dos casos para los que se puede resolver la integral,

1. Si alguno de los exponentes es un niimero impar y positivo, se separa uno para el
diferencial y el resto se transforma en el contrario, mediante la formula fundamental
de la trigonometria sen?x 4 cos?x = 1, y al contrario se le llama ¢. El segundo
coeficiente puede ser cualquier ntiimero real.

2k 2

ej. si m=2k+1 — sen®*t gy =sen?*r-senx = (sen?z)Fsen x = (v/1 — cos?x)*sen

2. Si los dos exponentes son pares positivos, se van rebajando los grados con las sigu-
ientes formulas trigonométricas.
9 1 —cos2a 9 1+ cos2a
sen“ag=———— cos"ay = —————

2 2
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Ejemplo 4.24 Hallar la integral /sen3 rcos® x dx

Solucion: Tenemos,

/sen3x cos?vdx = / sen’r cos’z senxz dr = [ (1 —cos*z) cos?z senz dr =

= [ (cos®z — cos* x) senz dr = { (fi:nzéx: ” } = —/(t2 —thdt = _Ttg—i-g—l—(?:
_ —CZSSI N cos;x e

Ejemplo 4.25 Hallar la integral /%dw

Solucion: Tenemos,

sen® 2 3 32 ) _3pn
—( EE dx = | sen”2x (cos 2x) dr = | sen”2x (cos 2x) sen 2z dx =
cos 2 ,

= /(1 — cos? 22)(cos 22) %2 sen 2z dr = / <(COS 21) ™2 — (cosQ:c)l/2> sen2xdr =

—1 5 ‘ cos2x =1

= — - /2 — 1/2 — = =
> <(cos?x) (cos 2x) > (—2sen 2zx) dz oondm dr — dt }
-1 —1¢12 1¢3/2 $3/2

=— [(t32 V) dt = — et O =t — 4+ C =
A ) > 12 232" T

1
= (cos 2z) Y2 + g(cos 20)%? + C

Ejemplo 4.26 Hallar la integral / sen? z dx

Solucion: Tenemos,

_ 2
/senA‘:z:dx: /(sean)de:/<%> dx:i/(1—20052x+00822m)dx:

1 ' 1 4 1
:Z/(1—20082x+$>dx:g/(2—400821‘+1+cos4x)d$:
1 1 4 2 4
:g/ (3—40082x+c0s4x)dx:§<3x— se; x—i-ser; a:>+0:
_3_1’ sen2x+sen4x+0
8 4 32

4.5.2 Integracion de funciones racionales del sen y del cos

Consideremos las integrales del tipo [ R(senwx,cosx)dxr, donde R es una funcién racional.
En general, esta integral siempre se puede transformar en una integral racional mediante
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el cambio tan(x/2) = t.
Como resultado de esta sustitucion tenemos:

tan(x/2) =t — x/2=arctant — x =2arctant — da::1+t2dt
x t x 1
sen — = —— COS— = ——
—s 2 1+t 2 1+t
e t senz = 2sen - cos — = 2 d _1 __2
22 V14+e2Vi+r 1+t2
1 o T o T 1 t2 1— ¢
COST = cos” — —sen” — = — =
2 2 14t 14t 142

El cambio general tan(x/2) = t siempre resuelve la integral, pero en muchos casos con-
duce a célculos complicados. Existen tres casos particulares en los que la integral se puede
resolver de una manera mas facil que con el cambio general.

1. Sila funcién R(senx,cosx) es impar respecto a senx, o sea, si R(—senz,cosz) =
—R(senz,cosx), entonces la integral se racionaliza con ayuda de la sustitucién
cosx =1

2. Sila funcién R(senx,cosz) es impar respecto a cosx, o sea, si R(senx, —cosx) =
—R(sen x,cosx), entonces la integral se racionaliza con ayuda de la sustitucién
senr =1

3. Silafuncién R(senz, cos ) es par respecto a senx y cos x, o sea, si R(— sen z, — cos z)
= R(senz,cosz), entonces la integral se racionaliza con ayuda de la sustitucién
tanx = ¢
En este caso, como resultado de esta sustitucion tenemos:

tanr =t — x =arctant — dxr = dt

1
V1 +t2 ¢ ; . 1+ ¢2
| sengy = —— CoOST =

1 V1 +t2 V14 t2

1

senx

dx

Ejemplo 4.27 Hallar la integral /

Solucion: La funcién es impar respecto al sen x, por tanto, hacemos el cambio cosx = t,
de donde resulta,

1
/ dr =
sen
Co—dt Codt
= pum :I
/1_t2dx /t2_1da:

Que es una funcion racional,
1 1 A A Alt—=1)+B(t+1)

21 (+0(-1) 41 i=1 (+1i-1)

cosx=t—senx =1 —t? o _
—senx dr = dt — dv = —dt = —dt 2/\/1_t2\/1_t2dx:

senx 1 —$2
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Los coeficientes los calculamos dando valores a x
r=1—-1=2B—B=1/2
r=-1—-1=-2A—-A=-1/2

de donde,
1/2 1/2 1 1 |t-1
I = dt + dt:—l t+1 —1 t—l——l C =
/t+1 /t—l aft+ 1+ g nft =1l =g
:lln cos:c—l‘+c
2 cosx +1

dx
2+ cosx —2senx)senx

Ejemplo 4.28 Hallar la integral / (

Solucion: Hacemos el cambio general tan(z/2) = t, con lo cual resulta,

g 2t 2t 17

=1 SenT = T ST = 1T
de donde,
/ dx _/ 1 2dt
J (2+cosz—2senz)senx (2+1—t2 41 ) 2t 1+t

14+t2  1+1t271+1¢2
1 2
2427 +1 -1 — 4t t(t2 — 4t +3)

1+¢2
que es una integral racional, para resolverla la descomponemos en fracciones simples.

_M+3:0Ht:4idw—12:4i¢124i2: 3
2 2 2 1
142 A B C _At=3)t-1)+Bit-1)+Ct(t-3)
tt—3)(t—1) ¢ t—3 -1 tt —3)(t — 1)

Los coeficientes los calculamos dando valores a x
t=0—-1=34A—-A=1/3
t=1—-2=-20—-C=-1
t=3—-10=6B — B=10/6=5/3

de donde,

]:/1/3dt+/ 573 dt+/—dt —1 |t|+—1 [t =3[ —Inft =1 =

t t—3

1 T 5 T T
gln‘tani‘%—gln‘tanE—B‘—ln|tan§—1|+C’
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4.6 Integracion de funciones irracionales

4.6.1 Radicales semejantes

Las integrales del tipo
ax + b\mi/nt sax + b\m2/n2 ax + b\mi/n
Rlolord) o lava) oG )@
cx +d cr+d cr+d
se convierten en racionales con el cambio de variable,

\/ Zjij;:t — Zifl:ta donde a = mem{n,ngy, -+ ,n}

(22 — 3)1/2
20— 3)1/8 + 1

dx

Ejemplo 4.29 Calcular la integral / (

Solucion: Expresamos las raices con indice comun.
/ (22 — 3)1/2 e — V2 —3 dr ¢/(2x — 3)3 p
J Qe=3)B+17 ) Yer—-3+1 " ) Sar—32+1

y hacemos el siguiente cambio:

o —3=t — 2xr—3=1t% - 2dxr=6t°dt — dx = 3t°dt

3 3t8
I = 3t0dt = dt =1
/t2+1 /t2+1

que es una integral racional, para resolverla efectuamos la divisién de los polinomios.

Tz =1

de donde,

3t [ +1
—3t8 — 3¢6 36 — 3t +3t2 -3
—3¢6
3t6 4+ 3¢4 Por consiguiente:
3t 318 3
_g4h _ 32 t2+1:3t6—3t4+3t2—3+t2+1
— 32

3t2+3

3

Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, que en este caso ambas resultan
inmediatas; la primera por ser polindmica, y la segunda por ser elemental.

7 5 3
3 _ B0 S 3 arctant+ O =

I = 5 —3t* +3t2 - 3)d dx =
/(3 364 43 3)x+/t2+1x A

1 1 1
—3 {—(2:5 —3)7/6 — = (22— 3)%/6 1 5 (22— 3)¥6 — (22 — 3)Y/0 + arctan(22 — 3)V/¢| +C

7
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4.6.2 La sustitucion trigonométrica

Las integrales de la forma:

/R(a:,\/a$2+bx+c) dx, a#0, b*—4dac#0

se suelen resolver mediante la sustitucion trigonométrica o bien la sustitucién hiperbdlica.
Para ello, formamos previamente el cuadrado perfecto en el trinomio ax? 4 bx + ¢, y
realizando la correspondiente sustitucion lineal, la integral se reduce a uno de los siguientes

tipos:
/R(t’vlﬂ—ﬁ) da, /R(t, t2 — p?) dz, /R(t, V2 + p?) da

A la primera integral se le aplica cualquiera de las sustituciones:

t=psenu, t=pcosu, t=ptanhu

a la segunda, las sustituciones:
t =psecu, t=pcoshu

y a la tercera, las sustituciones:
t =ptanu, t=psenhu

En general, para elegir el tipo de sustitucion que se va a aplicar, se tiene en cuenta que de
lo que se trata es de eliminar la raiz cuadrada, buscando un cuadrado en su interior, para
ello se elige la formula fundamental de la trigonometria o de la trigonometria hiperbélica
que convenga.

cosPa+sena=1 —cosa=1—sen’a

2 2 2 2
cosh"a —senh"aa =1 — cosh“a =1+ senh”a

En todos estos casos, el cuadrado se elimina con la raiz, ya que el radicando resulta
positivo.

Ejemplo 4.30 Calcular la integral /\/1 — 22dx

Solucion: Aplicamos la sustitucion x = sent y transformamos la integral en una integral
trigonométrica.

/\/1—x2dx: [ v =sent } :/\/1—sen2tcostdt:/costcostdt:/COSQtdt:

dx = costdt

1 2 2 2 1 1
:/—i_%”dt:%%—sez t—l—C’:%—l—W—l—C:§arcsenx+§x\/1—x2+0

de donde, al deshacer el cambio, se ha tenido en cuenta que:
sent=x — t=arcsenz, cost=+v1— x>
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Ejemplo 4.31 Calcular la integral /\/x2 — ldx

Solucion: Aplicamos la sustitucién x = cosht y transformamos la integral en una integral
hiperbdlica.

/\/xQ—ldx: [x:cosht ] :/\/cosh2t—1 Senhtdt:/senht senhtdt =

dx = senhtdt
— /senthdt: /COSMTt_ldt: Senfzt—%Jrczw—%JrC:

1 1
:§x\/x2—1—§ln [$+\/a:2—1] +C

de donde, se han tenido en cuenta las siguientes formulas:

h2t—1
senh’t = COST, senh 2t = 2 senh ¢ cosht

y al deshacer el cambio, se ha tenido en cuenta que:
cosht=2 — t=argcoshz=1In [l’+ Va2 — 1}, senht =+va2 —1

Ejemplo 4.32 Calcular la integral /\/41‘ — 22 dx

Solucion: Formamos previamente el binomio cuadrado en el radicando.

dr—at=-[2"—da] =—[(z -2 -4] =4— (v —2)
de donde, aplicando la sustitucion x — 2 = 2 sent, transformamos la integral en una inte-
gral trigonométrica, en efecto,

/\/41’—3:20[:5:/\/4—(x—2)2d$: {x—2:2sent] :/\/4—4sen2tQCostdt:

dr = 2costdt
1 2t
:4/\/1—sen2t COStdt:4/COStCOStdt:4/COSQtdt:4/H%dt:
sen 2t xr —2

:2[25—1— }+C’:2t+28entcost+6’:2arcsen

—-21
5 +2x2 2\/43;‘—91:2—1-0:

:2arcsen$;2+$;2\/4x—$2+0

2

de donde, se han tenido en cuenta las siguientes formulas:
9, 1+4cos2t

cos“t = s sen2t = 2sent cost

y al deshacer el cambio, se ha tenido en cuenta que:

r—2 r—2 T — 2.9
sent = 5 — t = arcsen 5 cost = 1—( ):




