ALGEBRA II. FIUBA
Segundo cuatrimestre de 2004

Sugerencias para la resolucion del trabajo practico N° 5
(por Fernando Acero con la colaboracion de Ada Cammilleri)

1. Afnadimos establecer si la matriz A es diagonalizable, y en caso de serlo indicar una matriz P que
permita factorearla como A =P D, P' siendo D, diagonal.

p(r)=det(A-AT)=A>—201+64=(—4)(A—-16),dedonde ;=4 y A, =16 son sus
autovalores, con autoespacios asociados S;={x € R*/2x,—x,=0}=gen { (12)"},S,={x

R’/ x;+%=0} {(1-1)"}. Aesdi lizable, D 40 P b
= = n — . 1 n 1 . = N —
€ X) tXp ge es diagonalizable, L), 0 16 1

ii)p (L )=det (A—AI1)=2%, de donde A, = 0 es autovalor (doble), siendo su correspondiente
autoespacio asociado S; = { x € R*/ x;-x,=0} =gen { (11)" }. A no es diagonalizable.

iii)p (L)=det (A—AT)=A*+1= (A +i) (L —i),dedonde A, =i y A, =—ison sus autovalores,
siendo sus autoespacios asociados S;={x € C*/ x;+ix,=0}=gen { (1) },S,={x e C*/

i 0 1 i
ix;+x,=0}=gen{(i 1)'}. A esdiagonalizable, D, = (0 .j, P= ( 1]
1 1
Para el caso K=R, la matriz no tiene autovalores (reales) y en consecuencia, no tiene autovectores.

1 3

iv)p(L)=det(A-AT)=-L—2)(A*+A1+1),dedonde r, =2, A= —E+7i, A=

1 3

T
———71', S;=gen {(100)"},S,= gen (0 1 —5——1} ,Sy=

2
gens| 0 1 —l+£i . A es diagonalizable,
2 2
4 0 0 2 0 0
D=0 —1443 o |pr=Llo 2 2

2
0 0 143 0 —1-~/3i —1+4/3i

V) p(A)=det(A—AI)=(A—-1)(A-2) (A2 —201+64)=(h—1) (L —2) (L —4) (A —16), de
donde A, =1, A, =2,A3=4, A4= 16 son sus autovalores, y sus autoespacios asociados resultan
Si=gen {(-2100)"}, S,=gen {(1000)" },S;=gen {(0012)"}, S,=gen {(001-1)"}.
A resulta diagonalizable,

1 0 0 O -2 1 0
02 0 O I 0 0
D, = P =
0 0 4 O 0 0 1 1
0 0 0 16 0 0 2 -1
2. a. A =0 es autovalor de A sii existe v no nulo tal que Av=2Av sii Nul (A) # {0} sii A es no

inversible.

También se puede considerar: A es autovalor de A sii det (A —A 1) =0; luego es 0 autovalor de A
sii det ( A) =0, sii A es singular.

b. rg(A)=k < nsii A es singular, y por a. sii 0 es autovalor de A y su correspondiente autoespacio
no es otro que Nul (A), cuya dimension es n — k.



3. A =—2 de multiplicidad (algebraica y geométrica) 2, S; = {x € R*/ 2x; + x, —3x3=0 }=gen {(
1207,(031)"}, A =6 demultiplicidad (algebraica y geométrica) 1, S, = gen {(21-1)".

-2 0 0 1 0 2
A es diagonalizableyD, =| 0 -2 O0|,P=|-2 3 1
0 0 6 0 1 -1

4. p(A)=det (A—AT)=-(\*—20A>+ 1321 —288) =- (A — 6)* (L —8), de donde A, = 6 de
multiplicidad algebraica 2 y geométrica 1, S;=gen {(11-1)"},yA,=8,S,= gen {( 1-10)".
A no es diagonalizable.

5. Bastaverquep (A)=det (A—A1)= H(aii — A),siendo S;=Nul (A — a; ).
i1

B D
6. a)Es inmediato si admitimos el resultado: si 4 e K"*", con4 = (0 c B K"t Ccek*,

0 € K*** k+s=nentonces es det (4) = det (B) det(C)

b) usar a)

¢) considerando v=[ v," v, ']", donde v, tiene k componentes y v,, (n-k) componentes, v € S, (de
A) <SS v €Sy (de A]l) yvy € Sy (de Azz)

7. Se aplica el punto c. del ejercicio anterior para utilizar los resultados de 1.b y 3, y asi A; =-2 de
multiplicidad (algebraica y geométrica) 2, S; = {x € R>/ 2x; + X, -3x3=0=x,=xs }=gen {( |
—2000),(03100)"}, A, =1 de multiplicidad (algebraica y geométrica) 1, S, = gen {(21-10
0)", A3 = 0 (de multiplicidad algebraica 2 y geométrica 1), S;={x € R’/ x; =%=x3=0=1x4+
Xs} =gen { (000 1—-1)" }. A no es diagonalizable.

4, 4, .. A4, 4y A4, .. A,
0 4, .. 4 0 4 A, n
8.  det . | = det 2 " ldet (4,,) = [ [ det(4,).
.o .o . .o . .o .o .o 1
0 0 0 4, 0 0 0 4,
resultado que se puede obtener segun la propiedad enunciada en ej. 6 razonando inductivamente.
9. Seadim (S;)=p y B={Vi,V2,..., Vu, Vi1, ..., Vo f una base de K" con { vy,v,,..., v, } base de

S, y definamos P € K"*" tal que su i-ésima columna es v;, de modo que la i-ésima columna de AP
es Av; eiguala A v; sii=l,..., u, o dicho de otro modo AP=P A’ llamando A’ =

0
el polinomio caracteristico de A es igual al de A’ es det (A— o I) = det
A-a)l, B

0 C-al

que A es raiz de multiplicidad al menos ..
Recordar que si A y A’ son matrices semejantes tienen igual determinante e igual polinomio caracteris
tico pues:
det (A’) =det (P"' A P) =det (P') det (A) det (P) = det (P") det (P) det (A) = det (I) det (A) = det(A) y

Al, B
{ a c para ciertas B, C, de donde (pues P es regular por definicion) A’ =P A Py como

j = (A—a)" q (o) llamando q (o) =det (C — a. I, ), lo que indica

n—p

det (A’—aI)=det(P' AP—o P ' IP)=det (P ") det (A— a I) det (P) = det (P"") det (P) det (A— o 1) =
det (I) det (A— o I) = det(A—a D).



10.

11.

Los autovalores no dependen de & , son A, =2 (doble) y A, =1,S,=gen { (k—1 —1 1) }. Para
k#0esS;=gen {(1 0 0)"} (yentonces A; de multiplicidad geométrica 1 y A resulta no
diagonalizable), y parak=0es S;=gen { (1 0 0)',(0 1 0)"} (esto es, A, de multiplicidad
geométrica 2 'y A resulta diagonalizable).

A lo sumo £ (pues al menos n—k son nulos, ver Ej 2b. y Ej.9).

Proponer un ejemplo donde haya menos que k.

12.

13.

A1 = 0 de multiplicidad (algebraica y geométrica) 2, S;= {x € R*/ x; —x, +2x5= 0 }=gen {( 1 1
0)',(021)"}, A, =2 de multiplicidad (algebraica y geométrica) 1, S, = gen {(1 1 1)"}. Aes
diagonalizable.

a.Setieneque IvnonuloenK"talque Av=Av=r(Av)=r(Av)= (T A)v=(rA)vconv

no nulo

Vale la reciproca?

b. Razonando inductivamente sobre & , para k=1 es que 3 v no nulo en K" tal que A' v=21"v que
es precisamente lo supuesto; luego para el mismo ves A*v= (A A v= A (A" v)=A O}
V=TT A=A ov)= (L) v=ak v

Es fundamental observar que también se ha probado que el vector que sirve de autovector para A también
oficia de autovector para A*, de modo que se puede concluir que si A es diagonalizable, también lo es A*.
(La reciproca es valida?.

14.

15.

16.

c. A es inversible sii det (A) # 0 sii (ver Ej. 2.a) todo autovalor A # 0, luego se tiene el resultado
premultiplicando por A" A en Av=2Av.

dEs(A+r)v=Av+rv=Av+rv=_Atr)v,conv el mismo autovector de A.

Se trata de la matriz A + r I, con A la matriz cuyos elementos son todos 1, con autovalores A; =0
de multiplicidad (algebraica y geométrica) n—1,S;={x e R"/2x;=0}, A\, =tr (A)=n de
multiplicidad (algebraica y geométrica) 1, S, = gen {(11 ... 1)"} =[S;]*. Luego los
autovaloresde A+rl sonp; =r y n, =n+r con multiplicidades algebraicas y geométricas n —
1 y 1, yautoespacios S; y S, respectivamente.

Suponiendo conocido los resultados: el determinante de una matriz es igual al de su traspuesta
(i.e. el de la adjunta( adjunta de A = A" ) es igual a su conjugado), la adjunta de una suma de
matrices es la suma de sus adjuntas, basta considerar, notando p al polinomio caracteristico de A

yqalde A", queseobtienep(A)=det(A—-Al)= det(A—/AL[)H=q(Z) ; por otra

parte rango (A — A 1) = rango (A — A 1) = rango(A" — E 1), de donde (;por qué?) resulta la
igualdad de las multiplicidades geométricas entre el autoespacio de A asociado a A y el

. H .
autoespacio de A" asociado a 4 )

Basta ver :

[p(4)]v = {Zk:ai A’}v = Zk:ai (4'v) = Zk:ai (A v) = {Zk:a,. A }v = p(A)V con

la primera y ultima igualdad por definicion del polinomio, la segunda por distributividad del
producto matricial respecto de la suma, la tercera por el Ej. 13. b., la cuarta por asociatividad del
producto de escalares y distributividad del producto de escalares por matrices

Se vuelve a observar que, ademas de lo probado, resulta que el mismo autovector de A es autovector de

p(A).



17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

Llamando ¢(t) = Zai th,r(t) = ij t/ es
i=0 =0

m n

p(t) = {i a, tl} |:Zn: bj t"} :ZZ a, bj t'""7 de donde
i=0 Jj=0

i=0 j=0
p(A) zizn: a;b, A" = izn: a;b, A" A = iai A Zn:bjAj =q(A)r(A) .
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 7=0

Es A autovalor de p (A) siidet [p (A)—A1]=0siidet[ q ( A)]=0sii q ( A) es singular; el
segundo paso se sigue del Ej. 17, para el tercero basta ver que

det[q(A)] =(a,)" H det(A—v,I) =0 sii para algin i* se anula el determinante, de modo

que v;= es un autovalor de A ademas de ser raiz de q , es decir p (v;« ) —A =0.

Como los autovalores de A son 6y 8, los de p(A) son p(6), y p(8), o sea, 271y 611, con los
mismos autoespacios originales.

Como los autovalores de A son —2 y 6, los de p(A) son p(-2) y p(6), o sea, 49, y r, y como se
quiere que 0¢ {4r-9, 36r+215}, debe ser r # —215/36 y r# 9/4.

SidvnonuloenK"talque AV=AVAAT=A=Av=Av=A’v=1v=A=A"=A1=0v A
=1.

10 11 2 0 1 -1 -2 0 1
a.D, = ;P = ;b.D, = ;P = ;e D, = P=|
0 3 -1 1 0 3 -1 2 0 2 3i

Resuelto en 1.c.
No, pues 2 es autovalor doble con multiplicidad geométrica 1.

Resuelto en su correspondiente lugar.

a. Los autovalores de A son 2 o+ 4, 4 — a y 4 — a’. En el caso que estos 3 autovalores sean
diferentes, A resulta diagonalizable. Analizaremos pues la diagonalizacion de A en el caso de
autovalores multiples.

Supongamos que A tenga un autovalor triple, esto es, sea o tal que 2 o0 +4 =4 — o =4 — o’.
Resulta entonces que debe ser o = 0, para el que corresponde autovalor A = 4 triple, siendo su
multiplicidad geométrica (pruébese) 2. Por lo tanto, en este caso A no es diagonalizable.

En el caso que A tenga una autovalor doble, consideramos 3 posibilidades. En primer lugar, si

4 — a=4 — o’ resulta a. = 0 (ya analizado). En segundo lugar, si 2 o+ 4 = 4 — o, resulta a. = 0 (ya
analizado) o o = -2 para el que A = 3 es doble con multiplicidad geométrica (pruébese) 2; con lo
cual, en este ultimo caso, A es diagonalizable. En tercer lugar si o fueratal que2 o +4= 4 -«
resulta oo = 0( ya analizado). El resumen final es entonces que A es diagonalizable para todo a no
nulo.



6 0 O 1 0 1 8 0 0 0 1 1
b.(a=1):D,={0 3 0;P=|{0 1 O|;(=2:D,=({0 0 O;P=]8 8 0
0 0 3 0 0 1 0 0 0 -1 0 1
27. VFVFV
28.  a. Probemos algo mas que el enunciado: x € col(A) sii x = A x. Es claro que si x = A x entonces

29.

30.

31.

32.

(gporqué?) x e col(A); ahora el reciproco, si x € col(A) existe y tal que x =Ay =A’y=A (Ay)
=Ax

b. Veamos en primer lugar que K" =col(A)+Nul(A). Para esto, consideremos que para cualquier x
en K" se verifica x = A x+(x — A x), con el primer vector en col (A), mientras que el segundo
estaen Nul (A) (pues A (x —Ax)=Ax —A’x=Ax — A x=0). Veamos ahora, por otra parte,
que si v pertenece a la interseccion de col (A) y Nul (A) es v=Av =0y entonces col (A) N
Nul (A)=1{0}.

c. Siendo Byy [ Beor ] una base del Nul (A) [ respectivamente de Col (A) ] es (;por qué?) B =B,
U By una base de K" con cada uno de sus vectores autovector de A (asociados al autovalor 1 los
de B, , al autovalor 0 los de Byy ).

d. P es la matriz que tiene por columnas los vectores de la base B.

b. Sisetoma Byy [ Beoi ] una BON del Nul (A) [ respectivamente de Col (A) ], B = B, U Byu
serd una BON de K" siempre que los vectores de Col (A) sean ortogonales a los de Nul (A),
pero esto es precisamente lo que sucede pues A es hermitica (K=C) o simétrica (K=R).
Observemos entonces que si A es idempotente y hermitica ( o sea matriz de proyeccion
ortogonal ) el espacio columna es el complemento ortogonal del espacio nulo (con producto
interno candnico) pues si x €Col (A), y eNul (A)es (x,y)=x"y=(Ax)y=x" A"y =x"
Ay=0.

FVVV

a. Los autovalores de T son A; =2 (doble), A, =—1, siendo S;=gen { (110)",(10-1)"},S,=
gen { (1 -1 1)}, [T]g es diagonal con B= { (1 1 0)", (10-1)", (1 -1 )" }.

b. Los autovalores de T son A, = 2 (simple), siendo S; = gen {p(t) = 1}, T no es diagonalizable. (K
=R).

c. SiK =R, T no tiene autovalores; si K = C, los autovalores de T son A, =i, A, =—i, siendo S,
=gen {vy £ iv, }. [T]g es diagonal con B = { v{ +iv,, v —iv, }.

d. Los autovalores de T son A; =—1 (cuadruple)}, S; = gen {p(t) =1, q(t) =t}. Tno es
diagonalizable.

Los autovalores de T son A; = 1 (doble), A, =—1 y T sdlo es diagonalizable para a. = 0, en cuyo
caso los autoespacios son S;=gen { vi+2v,, v;+2v;}, S, =gen { vo+v; }, [T]s+ es diagonal con
B* = { viT2v,, vi+2v3, votvs |

a.SidvnonuloenVyienKtalque (V) =AvAT =1= v=T> (V)= v=> 1= =)A=
Ivi=1.

b. Observar que siv €eS; NS, es -v =T(v)= vdemodo que S; NS, = { Oy }. Por otra parte, V
veV podemos escribir v=u+wconu=%[v+T(v)],w=%[v-T(v)].Ademas T(u )=



33.

T[%[v+T(v)]=%[T(v)+T*(v)]=u,es decir ueS;, mientras que T(w)=T[ % [v—T (v
M=% [ T(v) — T? (v )] =-w, es decir w €S,. Con esto, probamos que V=S;+S,.

c. Siendo B, [ B, ] una base de S; [ respectivamente de S,] es (;por qué?) B =B, U B, una base
de V con cada uno de sus vectores autovector de A (asociados al autovalor 1 los de By , al
autovalor —1 los de B, ).

d. {dimS; = 0 A dimS, =5} 6 {dimS; =2 A dimS, = 3}6{dimS; =4 A dimS, = 1}.

Es obvio, sin operacion alguna, que los autovalores de T son A; =1 (doble) y A, =-2, siendo S; =
[gen {u}l", S, =gen {u}. T es diagonalizable.

Interpretar geométricamente mediante un dibujo y probar detalladamente que T(u) = -2u, mientras que
para cualquier vector w ortogonal a u se tiene que T(w) = w. Naturalmente , en una adecuada base (;cual
precisamente?) es [T]g = diag(1, 1, -2).

34.

H

u
Afadimos algo de generalidad al enunciado cambiando R por C" con T(V) = v + & H
uu

permitiendo que a sea un cualquier nimero complejo. Si es o =0, es T =1, y los autovalores de T
son A =1 (multiplicidad n), y S;=C" . Luego consideremos que sea o # 0, y entonces
(jpruébese!) se tiene que los autovalores de Tson A, =1, A, = 1 +a, S; =[gen {u}]", S,=
gen {u} y T es diagonalizable. [En particular para a = —1, T es una proyeccion (;sobre qué?),
mientras que para o =—2, T es una reflexion (;sobre qué?)]

v,

Incluso este ejercicio se puede generalizar atin méas reemplazando (uu"/u*u) por P, donde P es la matriz
de proyeccion sobre un subespacio S de C".

35.

36.

37.

38.

39.

N=J

Un invariante unidimensional esta necesariamente generado por un autovector (;por qué?, ;es ésto
verdadero para un invariante no unidimensional?), de modo que conocemos la matriz Py Dy
(indirectamente, pues el producto de los tres autovalores debe ser 12 y uno de ellos es 2 (doble,

5 -1 0
luego el restante es 3), luego solo se necesita hacer A=P D, P ' = l -1 5 0
2 0 0 4
a. Los autovalores de T son A; =2 (doble), A, =1; b. [T] _ lj 2461 :?i
) 10 55 -33

Basta ver que no comparten su traza.(suponiendo conocido el resultado que matrices semejantes
tienen igual traza)

Una forma es determinar una X inversible que resuelva el sistema AX = XB.
Otra forma es usar que si A=PDP” y B=MDM, donde D es diagonal, entonces PM'BMP™ = A.
Luego basta definir S=PM™.

S P
o ) 9 N



-2 -3 3
4. A=| 3 4  —3|;noesunica
-3 -3 4

Proponer otra, jcuantas hay?. En general, el problema de hallar A tal que A>=B, ;tiene siempre
solucion?, ;cuantas?

(1 =3
41. A=-— .
2{-3 1

(tener en cuenta ej. 18)

42.  Siendo v; =(1 —1)T yva=(1 1)T los autovectores asociados a A; = 1 y A, = 3 respectivamente, se
tiene para cualquier v=o. vy + p v, en R? que A*v=oa v;+3"P v, ,resultando entonces que no
existe el limite a menos que v sea multiplo de v; (y en tal caso el limite es a vy ).

Recordar que se dice que la sucesion {A*v} tiene limite u sii lim y — oo HA V- u” =0. O mas

generalmente, si {X \} es una sucesion de vectores, lim y — oo X = X sii lim y — o0 ”xk — x” =0.

43.  S=gen { (42 1)"}, autoespacio correspondiente al autovalor ¥ verifica lo pedido. (;hay otro?).

44.  Es claro que el conjunto S contiene al vector nulo de C ™ (pues || A*0 — 0 || =0 para cualquier k).
Ademés siz,w € Sy a € C, resulta que, como | A" (acz+w) || <|of || Az | + | A*w |,
si||A¥z|| =0 y || A*w || =0, parak — o0, entonces || A* (o z+ w) || —> 0 cuando k —> 00,
de modo que o z + w pertenece a S.

Con las observaciones anteriores probamos que S es un subespacio de C". Ahora, para probar que
es invariante, sea u un elemento de S (esto es, || Au || = 0 cuando k —> 00 .), entonces Au
también pertenece a S puesto que || A*(Au) ||=| A*'u || =0, cuando k —> 00 .

Por ultimo, S es el subespacio generado por los autovectores asociados a autovalores de modulo
menor que 1.(Una parte de la prueba es simple, pues si S es tal como se dice, para cualquier x de S
esx=2Xa;V; con Av;=2;v; siendo | A; | <1y entonces Afx =3 o (N )k v; de donde || Ak(x) |
<Y oy | | Ai|® |Ivi |l y de alli (detallar) A*(x) — 0 ( parak —> 00); resta ahora ver que para todo
vector x (hacerlo) que no pertenece a S se verifica A*(x) no tiende a 0, cuando k —> 00 .

45. A=PD,P', p(A)=P p(D,) P (para cualquier polinomio p) y teniendo en cuenta que el i-
ésimo elemento de la diagonal de p (D4) no es sino p (A; ) se tiene el resultado. (detallar,
justificar).



