ALGEBRA 1. FIUBA
Segundo cuatrimestre de 2004

Sugerencias paralaresolucion del trabajo practico N° 3
(por Fernando Acero con la colaboracion de Ada Cammilleri)

1. Q'Q (Q"Q) esunamatriz diagonal (que comparte con Q e nimero de columnas, espacio nulo y
rango), siendo el i-ésimo elemento deladiagonal igual alanormadelai-ésimacolumnade Q.

2. Notamos| = I,,. EsclaroquecualquieraseavenK“es v=Pv+(v-Pv), dondePvi col (P)
(¢por qué?) mientrasque (v—Pv) 1 [col (P)]", dado que esort gonal acualquier vector Px T
coIéP) (paraesto, considerar e producto (Px v—Pv) =X"PT(1-P)v=x"(P" -P'P)v

X" (P =PP)v=x"(P=P?*)v=x"(0)v=0).Luego, Pvestal comoseenuncia (Y
entonces (I —P) v eslaproyeccion dev sobre [col (P)]" ).

3.  Peshermitica(P' = (ww")" =ww" = P) eidempotente (F* = w W" w)w" =ww" =P), de
modo que es de proyeccion; y comocol (P)=gen{w} (¢por qué?), surango esly proyecta

precisamente sobre gen {w }.

4. Notamos = I,. Considerando que P esde proyeccion, resultaque (| —P) = 1" —P' =1 -P, y
ademés (I-P)*=1-2P+P*=1-P,conlocual, | —Pesde proyeccion.
Paralaotraimplicacion, si | — P esde proyeccion, debeser (I —P)*=1-2P+P?=1—-P, de

dondeP=P?,y ademésP'=[1-(1-P)]" =1"=(1-P)"=1=(1-P) =P, demodo que Pes
de proyeccion. Ademés, | - P proyectasobre[col (P)]” comosevioene g. 2.

5. a Falso, puescon Q = (2) esQQ" = (4) que no esidempotente;
b. Falso y vale e mismo contragemplo anterior;
¢. Verdadero puesto que llamando P=Q Q entonces p?= Q&Q Q) Q"=0QQ"=P(lasegunda
igualdad por el gerciciol) y P*'=(QQM"=(Q)"Q"=QQ
d. Verdadero puesto que paratodoven K", deser Pv=P v, 0 Io queeslo mismo (P-P )v=
0," v,resultaria (¢por qué?) P=F';
e. Verdadero, puessi € rango no fuera alo sumo ( n— 1) deberiaser n,y por lo tanto P seria
regular (inversible), y como P? = P, resultaria, premultiplicando por P*, P=1 contrala
hipétesis;
Otraformade mostrar que el enunciado dado esverdadero es considerar ques e rangodePesn,
entonces col (P)=K", con lo cual P eslamatriz de proyeccién sobreK ", esto es, P=I.
f. Verdadero (basta observar € comentario en e.)
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7. Dado que (justificar y detallar) col (AB)1 col (A) y rango( A)=2= rango (AB), resulta
&2 -1 10
col (AB) =col (A ),y deali lamatriz de proyeccion P——g 1 2 1_
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Observar que por ser xX'A=0, x es ortogonal a cada columnade A. Por lo tanto, gen{x} | [col(A)]"
Como gen{ x} y [col(A)]" tienenigual dimension (por qué?), resulta que[col (A)] = gen{x}
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Qué sucederiasi € rango de A fuera2 en lugar de 3?

Lamatriz | —P proyecta (ver €. 4) sobre[col (P)]" cuyadimensién esn—k.
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Delaigualdad A= Q, R, resultaquecol(A) | col(Q). Dado que el rango R, esm (¢por qué?), R,
esinversible, conlocual A Ry* = Q,, y deahi, col (Q,) | col (A). Luego, col (A)=col (Qp).
Delatriangularidad de R, se desprende la Ultima afirmacion (detallar).

Dado que A =QR, resultaquecol(A) | col(Q); como ademss, dim col(Q) =k =rango de A=
=dim col(A), resulta col(A) = col(Q).

Obs.: Supongamos dadas todas la hipétesis del g. 13 excepto “rango de A = k”. Veamos como, en

ese caso, también se puede probar el mismo resultado. Como A = QR, resultaque col(A) | col(Q).
Probemos ahora que col(Q) | col(A); paraello, basta ver que cada columnade Q estaen col(A). La
i-ésima col umnade Q,Q,esQ =Qecone =(0...10... 0)". Por otraparte, como R tienerango k,
coI(R) R conlocud, existex; | R™ta queRx; = e;. Luego, Ax; = QRx; = Qe = Q y entonces

Q | col(A).

R no se gustaadefinicion (¢por qué?); si (exhibirla).
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¢para quévalor dea setiene una solucion de longitud minimay cudl estal solucion?.
Paraa =4/ 3, siendo lacorrespondiente solucion optima 1/3 (7, —1, 8).

17. No.
18.a =1 &) +a(t -1)"; b %=0 2)".

19. VVRVFVV.

20. Seaplicadirectamente el resultado: si w esuna solucion por cuadrados minimos de Ax = b, entonces
toda otra solucion esdelaformau=w+ h ,conhT Nul (A) [ Prueba siendo w una solucién, sea
u otracualquiera, luego (¢por qué?) Au=Awb A (u-w)= 0, esdecir u—w)T Nul (A)y dealli
€l resultado escribiendo u= w+ (u—w)] . Laafirmacion reciproca es obviamente verdadera, esto es
que siendo w unasolucion, w+ h esotrasolucion, cualquieraseah en € espacio nulo de A
(probarlo).

Asisetierwef(:(l 2 - )T +a(1 1 - )T;encuantoalasegundaparte,comoA X=
=Py (b), b= A X+, conh' T [col (A)]",esdecirb=(1 2 1) +b(l -2 3)

con larestriccion || b || =3, resultab =% , obteniéndose dos vaores deb.
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Rehacer con ||b|| = \/6 , explicar.

21. a SixT Nul (A"A) debeser A"Ax =0 b x" A"Ax=8Ax & =0p Ax=0Pp xT Nul (A);
por otra parte, si xI Nul (A) es (A"A X = A'(Ax)=A"0=0P xT Nul (A"A).
b. Dado que A y A"A tienen el mismo nlimero ( m) de columnas, eigual nulidad (como consecuencia
dea.), deben tener e mismo rango
c. Es obvia consecuenciade b.
d. Las ecuaciones normalesA"A X = Ab tienen solucién tnicasi, y solo si, las columnas de A™A
son l.i., y por lo anterior, esto equivale aquelas columnasde A seanl.i., y entoncestal solucién es

X = (A" A) "' A" b; lacomprobacion esinmediata.
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22. a. LapseudoinversadeA es —
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23. Seab | R". Porél .19 b) sabemosquesi X es solucién por cuadrados minimos de |a ecuacion
Ax =b, entoncesA X = Peoiay (b) = P4b). Por otraparte, como el rango de A esm, tenemos que
X = (A"A)"*A'b (por g.21d)),conlocua, A X =[A (A'A)"*A'lb = Pb=P4b),y por lo tanto,
P=A (A'A)"* A' eslamatriz de proyeccion sobre S,
(Otraformaderesolverlo es mostrar que lamatriz P definida es simétrica eidempotente, y que
col(A) = col(P)).

24. a y=9/10+ 2/5%;



b. Cualquier recta (jexcepto lavertical !) que pase por d punto (1,2/3).
(Delafamiliaderectas ¢alguna es preferible?)

25. Lasolucion por cuadrados minimosdel Ax =besUnicasi, y solo s, (gercicio 21) las columnas de
A sonl.i.; enel presente caso A tiene dos columnasy siendo laprimeraformadapor “1”, lasegunda
por las abscisas, resulta que A tendra columnasl.i. si, y solo s, estas columnas no son
proporcionales, esto es, i, y solo s, no todas las abscisas son iguales.

26. a p(t)= —0.7000+ 5.6040t, con velocidad 5. 6040;
b.p(t)= —0.1100+ 5.0983t + 0. 0843 t*, con aceleracion 0. 1686 (y velocidad inicial 5. 0893);
c. Lasegunda, pues en este caso, lanormadel error esla centésima parte deladel primero.

27. Bastaplantear las ecuaciones normales.



