ALGEBRA 1. FIUBA
Segundo cuatrimestre de 2004

Sugerencias paralaresolucion del trabajo practico N° 2
(por Fernando Acero con la colaboracion de Ada Cammilleri)

1. a=arccos(+/84/12 )parae canbnico,b =arccos(13 /+/276 ) parae segundop.i.
(comprobar que efectivamente esun p.i.).

2. w =gen{(1,0,1),(2-1,0)} esun subespacio de R®.

3. a) El conjunto V, contiene a 0, pues (0,w )=0 cuaquieraseaw ( pruébese) y s dos vectoresx ,
y pertenecen aV, siendo a un escalar cualquiera es (a x+y,w )=a (x,w)+ (y,w)=0
donde laprimeraigualdad se verificapor dosaxiomas deladefiniciéon de p.i.(¢cudes?), la
segunda por hipétesis (¢cud?) y de alli resultaquea x +y perteneceaV, , y entonces (¢por qué?)
V, esun subespacio de V.

b) Ened caso V=R", Vo ={x | R"talesque(xw)=0}={ x| R"taesque

X Wy HXoWot ... +X,W,=0} . Como w no es nulo, se verificaquedim(Vy) = n-1 ( yaque V, contiene a
todas las soluciones de un sistema lineal homogéneo que consta de una ecuacion nonula). El caso
V=C" seresuelve en forma andloga.

4, a) Deben ser nimerosreaestaesquea;, =ay; , a1 >0y a1 @, —ay, axn > 0 (de aqui se deduce
que, en particular, también a,, > 0). Respecto de como hallar la condicion a3 a, —ag, ay > 0,
suponiendo haber determinado que debe verificarsea;, =ay; , &4 > 0, como uno delos axiomas
de ladefinicion dep.i. exige que (x,X) 2 0,y si (x,X)=0 entonces necesariamente x=0, considerar

2

X
(X,X)=a4 X +280 X Xo+B00%° = (+/Bgq xl+M Y +(a,, - Lt ) X22 . Paraque esta expresion
1 1
al 2
sea una sumade cuadrados ( y en tal caso probar dicho axioma), debe ser ( a,, - )

1
b) La comprobacion esinmediata. Respecto dela A hallada, se trata de unamatriz simétrica con
determinante y diagond principal positiva

5. a Siendo u=u-v+ves ||u|l=lu=v+V]| E |Ju=v ||+]| v]|ydedli |[ull-]|V] £ [Ju-
v ||; ahorarehacer intercambiando u con v y se tiene la desigual dad pedida.

b) Considerar que ||u £ V| = (uxv,uxv)=||u|f+*2Re(u,v) +]v|F. Enunespacio
rea,es [u+v|f =(u+v,u+v)=|Jul?+2(u,v)+|Vv|? demodo queesinmediato quela
igualdad [|u+v|F =||ulE+|v| severificasi,y solosi, (u,v)=0.

Proponer un gemplo que muestre que puede tenerse la igualdad pitagérica sin la ortogonaidad en un
espacio complegjo con p.i..

c) Bastaconsiderar que||u + V|F = (uxv,uxv)=|Julf+2Re(u,v) +||v|? y sumarlas
dosigualdades.
d) como en c) pero restando.

e) Considerar lasexpresionesde||u + v | y|lu iV |f. Ademéstener en cuentaquesi z es
complgo, Re( -iz) = Im(z); podemos hallar, usando d), quelm(( u,v))=Re(-i (u,v)) =Re((u
-1 v))ydeali € resultado.

Detallar y justificar lasigualdades.



6. Por ejemplo, ena), dadou | V, paraverificar (u,u)y=(cg(u),ca(U))=0 P u=0 (esto es, u debe ser
el vector nulo), como (,) esun p.i. en R" (0 en C"), de ser =(cg(u) cs(u))=0 necesariamente cg(u)=0
(el vector columna con todas las componentes nulas), con lo cual u=0. (recordar propiedades de
Cs)
Respecto de b), paramostrar uno de los axiomas, dadou | R" (0 C"), si (u,u)=(cs(u)*, cg(u) *)\=0,
como (,) yesun p.i. enV, debe ser cg(u)™=0 (&l vector nulo de V), pero entonces u=0 (pues el
vector nulo de V tiene coordenadas todas nulas, recordar propiedades de cg ™)

7. Respecto de probar que la definicion dada corresponde a un p.i., esto puede demostrarse, por
gjemplo, apartir del gjercicio 6 a) considerando B={ 1,t, t*} y e producto interno candnico en
R®. Luego, por cdlculodirecto, es|| 1] = || t|| =[|t?]|=1;0=(1,t)=(1, ) =(t,t%).

8. a) Verificar laaxiomética esinmediato, excepto cuando se trata de probar quela tnica funcion f
1
paralacua ¢)f # =0, eslanula
0

Para€llo, considerar €l siguiente resultado de Andlisis: si g:[ab] ® R escontinua, g(x)3 0 " x| [ab]y
z‘ﬁ (X)dx =0 entonces g(x)=0" x| [ab]. Observar que la continuidad es fundamental para obtener tal
caonclusic’)n. Encontrar un egiemplo en € cual se defina una funcion g, con un nimero finito de
discontinuidades en [a,b], parala cual se verifiquequeg(x) 3 0 " x| [ab]y z‘g(x)dx =0, pero ta que

a
g no sealafuncién nula

1 1
£\/(‘)f 2(t)dt \/(‘pz(t) dt eslaexpresion de ladesigualdad de Schwarz en este
0 0

1

of M g(t)dt
0

caso.

b) Argumentar con & cumplimiento de los axiomas en el subespacio.

c) a=arccos(+/30/7 5/12 );a=-%.
9. Probamos directamente 9¢), del cual €l resto es un gjemplar; siendo

o o
X=a XVi,y=a YV, setieneque
i i

[o] [o] o] o —
xy)=@xvi.ay,vj)=a ax (v,v;)y, = Cs(X) G C5(y) , lasegunda
i j i
igualdad debida a axiomas y propiedades del p.i. (¢cudles?, detallar), laterceraaladefinicion de

coordenadas, producto matricial y definicion de G (estoesG;; = (Vv , v} ) ), delo que esinmediato

que G =G’ (puesesGy = (vi, vj) = (v, V) =G_JI la segunda igualdad por axioma del
“ —T
p.i.) y ademés para cualquier elemento X I K" (distinto del nulo) severifica X G X >0 (pues
basta ver que tomando x = Cél( X) estambién x no nulo(¢por qué?) , y por lotanto (x,X) es
=T
positivo, y entonces, a posteriori X G X >0), de modo que efectivamente es G unamatriz
definida positiva. Ahora, reciprocamente, sea G una matriz definida positiva, definiendo

(X,y)=Ci(X) G c5(Yy) setiene efectivamente un p.i. (probar los axiomas) en V. Ademés debe

ser claro que lamatriz G es diagonal cuando la base B ortogond (y G eslaidentidad cuando la
base B esortonormal).




10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Ahora, y como afiadido, proponemos probar quedet(G) > 0 ( conlo cual, particularmente G es
inversible). También se propone exhibir unamatriz G simétrica con determinante positivo parala
gue no exista una base B tal que satisfagalo anterior.

Recordar la caracterizacion obtenida en el gjercicio 4) para el caso de unamatriz de 2x2.

el 12 1/3% ®2 1-1 i9¢
d)G:gllz 1/3 Ud= (tt2—t+1)=5/12. f.)G:gl+i 3 -
§1/3 1/4 1/54 -1 -0 1y

a#® 0 306

1¢ =

U3 b G=—c0 3 0+

&3 0 6y

Si hubiese un X no nulo quesatisfacieraG X =0, seriatambién X™ G X = 0 contralasuposicién
de que G es definida positiva.

2

o o o o o o 2 o 2 2
axvi| =@xvi.axvp=a ax v.v)y;=ax|vl x=a x[ v
i i j i i i i

donde laterceraigual dad procede por hipotesis (¢de qué modo exactamente?).

§3e2/39 3
w-9=¢ 1 2 |i-1= 2
R .

L adescomposicién (Gnica) es(111)" =1/3(12-1)" +1/3(214)" .

NG

aPs(v)=16(5-11)"; d(v,S)=?.

@ a-hbi+@+ic o
b.PS(v)=Eg ia+b+(i-)c -
§1- i)a- (L+i)b+2cj

d(v, )= | al’ +|b[ +|c[ - 2|a- ib+@+i)cf

5
C.Ps(v)=2t+5/6 ;d(v,S)=—
s(V) (v,S) 20
En este g ercicio esimportante lo que se haya tomado por definicién de Pg(v); s partimos del
resultado SA S' =V (supuestadim(V) finita), para cuaquier v existe una descomposicién nica
v=v;+Vv, convyl Sv,1 S yahoradefinimosPs(v) =v; (y entoncesresulta Pg (v) =
V, ). Asi tenemos, reescribiendo lo anterior, quees v=Pg(v)+Pg (V).

aSvi Sesclaoquev=v+0 convi S 01 S dedonde, por esta definicion,es Ps(Vv) =v.



Vale también la reciproca, esto es, quess P s(Vv) = ventoncesv 1 S (probarlo). Ademés de cada
resultado se obtiene también €l referido a complemento ( pues basta notar que siendo S el complemento
ortogonal de S'), de modo que a) también puede leerse del siguientemodo: vi S sii Pg (v) =v vy
también vi Ssii Pg (v) =0, etc.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

b.De v=Pg(V)+Pg (V) setiene(¢por qué?) ||V||2 = || PS(V)”2 +H P, (V) sz dealli el

resultado observando quev — Ps(v) = Pg (V).

2 2 2 2 . L .
c. Bastaver que ||v|| :|| PS(V)” +H P, (V) H 3 || Ps(v) || con laigualdad cumpliéndose s

2 ~
H P, (V)“ =0, esdecirsi (¢por que?) P, (v) =0 oloqueeslomismo,vi S (esclaro

que también valela reciproca, esto esquesi sedalaigualdad, vi S. (¢por qué?)).

Si se hadefinido, para v | V, laproyeccién ortogonal dev sobre S, P ( v), como €l (inico vector
deStal quev - Ps(Vv) esortogonal a S, consideramos

cuandov | S, verificar quev cumpleladefinicién de proyeccion ortogonal sobre S.
b) Escribirv="Pg(Vv)+ (v-Ps (Vv))y aplicar Pitagoras.

2 2 2 2

o M =IR[ +[Ps ] 2 [R]

d) Es ladefinicion de proyeccion ortogonal dev sobre S.

e) Considerarv=Pgs(V)+ (v-Ps (Vv))y mostrar quelainterseccion entre Sy S es
nula.(con lo cual concluimos que suponiendo que existaPs (V) paracadav | V, resulta
SAS =V).

B={L 10 07,0 01 )", -1 -1 1) }; Ps(w)=w, pueswi s

Resulta laBOG del gercicio 13, luego se normaiza.

Usando 16 d), buscamoswl| Stal queu-w resulte ortogonal aS. Paraello, planteamos

w=a(1-10)"+b(101)" ybuscamosa , b taes queu-w verifiquelo sefialado. Resulta
Ps(u)=1/3(112)".

Siwi S, w esortogonal atodo vector de S, en particular o es alos vectores que generan S. Para
r
o]

lareciproca, seax un vector cualquierade S, (y entonceses X = @ X; V; )y W un vector
1

r r

ortogonal alosv;," il [1,r]; entoncessetiene<w, x> = (W,é Xi Vi):é X (w,v,)=0
1 1

luegowi S .

aS={(xyzw)'l R'/x=y,z=0}=gen{(1100),(0001)"}.
b.S={(xyzw)'l R/2x=y, z=0}=gen{(1200)",(000 1)"}.
cS={(xy2'1CIx=(1-1)z,y=(2-i)z} =gen{ (i—-1 2—1 1)"}.

a) Ladefinicién de producto matricial expresa precisamente que S estaformado por los vectores
de R" ortogonales (con el producto interno canénico) alasfilasde A. Esdecir : S=(Fil(A)) ", o
también, S” = Fil(A). Por lo tanto, podemos escribir, Nul(A) = (Fil(A)) ".

Luego n- dim(S) = n- dim Nul(A) = rango de A (dado que S = Nul(A)). Ademés,
n-dim(S)=dimS” .

Si sereemplazaR por C, setratadelasfilas conjugadas de A (¢por qué?).



23.

24.

25.

26.

27.

28.

En este caso podemos escribir Nul( A )=(Fil( A ))", donde A eslamatriz gue se obtiene apartir
de A conjugando todos sus coeficientes.

b)iT.Bz{(2,1,-1)};ii.Losprimerosrvectorescanénicos;iii.B={(1i 1+i 0)' (02-i 0
1)}.
0 S={(xy2)'l R/ x+y-2z=0}.

Como dim(S) esfinita, estd garantizada laexistenciade Ps( v ), paracadav | V. Luego, mostrar
que e vector v - P (v) verificaladefinicién de proyeccion ortogonal sobre S ™.

En € caso que S sea un subespacio descripto por ecuaciones lineales, paracacular Ps(v), se
puede calcular P (Vv), proyectando sobre el espacio generado por lasfilas delamatriz A que
define las ecuaciones (¢por qué?) y luegorestar este resultado dev (en el casoR")

Se desprende de modo natural del resultado SA S =V (dar detalles; recordar que cuando dos
subespacios estan en suma directa, launion de unabase del primero y una del segundo determina
una base del subespacio sumaentre ellos)

(Corregir end enunciado: enladefinicion. del p.i.: € limiteinferior delaintegral debe ser 0)
a B={12t-1}
b. b.Ps(g)=t—1/6
c. c Ps(g)=tP—t+1/6
d d(g,S)=%:Ps (g)%

v=(22-1" £4/2(2 - 20)" . (rehacer d gercicio con [v]=3y [v] =2 explica).
T

\'
—W y deadlli el resultado.
W w

a) Bastaobservar que S’ =gen{ w }, y entonces Ps (V) =

b) Aplicar a), luego esinmediato.

w'v
En el enunciado debe decir: T (V) =V - 2——Ww.
W w
w'v & wv 0 aw'v 0 .
b) T(v)=v-2— Wzgv- - Wi-g —Wz=Ps(Vv) - Ps (V).
W w WW g gWW g
¢) Reflexion sobre el hiperplano S;
d) Reescribir T.
T o7 T\T T T
e)ObservarqueHT:af-ZWTW g :IT-ZM:I-ZWT\N =H;
§ w'w g w'w w'w

ademés probar queH H =1 (detalar y explicar);
f) SiendoH simétrica, esotro modo de decir queH H =1 (explicar).

¢Qué parte de este gercicio es aplicable cuando se trata de hallar la reflexion respecto de un
subespacio que no es un hiperplano?

® a- 2b+209 20 0

29.a}g- 2a+2b+cs b 8 1

Coa+b+2cy ¢ L
N ¥



.
30. Bastaobservar quew = («/é- 1 -1 1) y efectuar |as operaciones.



